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������� ��������� �� � ������ �� ����� ��� ���� � ���� �������� ������

��� �� ���� �� ��������� �� p �� ����� ����� �� ���� ����� �� �������� ��

���������

������������ ������ ���� ���� ��������� �� ���� �� �����

�������� ��� ������ ������� ������������ �� ��� ������ ����������

������������� ���������� ����� ���� ��� ������� ���� �� �����������

�������� ���� �� �������� �������� ������������ ��� �� ���� ��

�������� � ������ ������� ��� �������� ���� ����� ��� ��� ������ ���

������ g ��� p� ����� ��� �� �������� ������ ����� p �� � ����� �������

��� g �� � ��������� ���� ������ �� p� ����� ��� ��� ���� ���� ������

� ������ ������� a ��� b ������������� ����� ���������� ��� ����� ��� A�

����� A = ga mod p� ��� �������� � ����������� ��� ����� ����� B�

����� B = gb mod p� ����� ���� �������� s� ����� s = Ba mod p �����

��



��� �������� s� ����� s = Ab mod p� ������� ������ �������������

��� ����� �� ��� ���� ����� ��� ��� ���� ��� ���� ������ ������ �

���� ��� ��� �������� ������������ �� ������������ �� � ������������

��� �������� �� ������������ �� ����� ����

����� �������� ��������� ���

g = 10 g = 10 p = 541 g = 10
p = 541 p = 541
a = 7 b = 13

A = ga mod p B = gb mod p
A = 107 mod 541 B = 1013 mod 541

A = 156 A = 156 B = 486 B = 486
s = Ba mod p s = Ab mod p

s = 4867 mod 541 s = 15613 mod 541
s = 333 s = 333

������ ���� ������� �� ������������

������������ �� ��� ��� ���� �������� � ��� �������� �������

�������� ���������� ��� ������� ���� ���� ������ �� ������� ����������

��������� �� ������� ��� ������ ������ ���� ��� �� ���� �����������

������������ ���� ��� ������� �������������� ��� �� ���� �����������

�� � ����������������� ������� �������� ������������ ��� ��

����������� �� ������� ������� ������� ������� ����� �� ����������

��������� ���� ��� �������� ��� �� ������ ������� ���� ����� ��

�� �������� ����������� ��� ������������� �������� ����� ��������

��������� ������� ��� ���� ������� ����� ��� �� ������������

��� ��� ��� ���������� ������������ ��������� �� ������� ������

��� ������� �� ���� �� ������� �� ������������� ��� ������ ����

��� �������� �� ��������� ����� ����� ������� ��� ��������� ���

��� �� ��������� ���� ������������� ���� �� ��� ������� �� �������

��������������� ������� ������� �������� ��� ���������� ��� ��� ��

��������������� ��������� �������� �� ��� ���������� ��� ����������

����������� ��� �������� �� ���� ��������� ���������� ��� �����������

����������� ���������� ��� �������� ��� ���������� �� ��� ����

��������������� ��������� �������� �� ��� �� ��� ��������� �� ��� �����

����� ������� ��� �� O(n) ��� ���� �� ��� ����� ����� ��� ��������

������� �������������� ��� ���������� ��� ����������� ����������� ���

��������� C = P emod n ��� P = Cdmod n� ������� ��������������

�������� ��� ���� ������ �� ����� �� ��� ����� �� ������ e �� d

���������� �� ���������� �� ����������� ������ modn� ����� ����

��������� �� ������� ��� � �������� �� ������� �� ����� ������� �����

��



33 = 27� ���� ��������� ������� ������������ ��������������� ���������

���� ����� �������� ���� ����������� �� ���� ��� �� ��� �����������

�� ���������� ���� ������� �� ���������� ������� ��������������� ��

����������� �� ����� ��� �� ������� �� �������� �������� ������ �������

����������� �� ���� ��� ����������� �� ��� ������ ��������� ���� ����

��� ����� �������� �� ��������� � ������������ �� �������� ���������

��� ������� �� ��������� �� ���� � ��� ����������� ���� ������ �� ���

���� ������ �� ���� ������� ��� ���� xa + b = xa · xb ���� �������� ���

������� 3200 mod 50 = 3128 · 364 · 38 mod 50 �� ��� ���� � � ��������

��� ��� � �� � �� ����� �� ����� ��� ��� ��� ��� �� ���� ���

���� ��� ��

�� ��� �� � � ��� �� ��� ��� �� � �� ��� ��
�� ��� �� � � ��� �� ��� ��� �� � �� ��� ��
�� ��� �� � �� ��� �� ��� ��� �� � �� ��� ��
�� ��� �� � �� ��� �� ���� ��� �� � �� ��� ��

���� � ��������
��� � ��� � �� � �

������� �� � ���� � �� � �

3200mod 50 = 3128 · 364 · 38mod 50
3200mod 50 = 11 · 31 · 11mod 50
������� �� � ���� ��� ��
������� �� � � ��� ��

������ ���� �������� �������� �������

�� ��� ���� �� ���� ��� ��������� �� ����� ������� ���� �� ������ ���

������ ��� ��������� ��������� �� �� ������� ������ ��� ��������� ���

�������� ������ ������� ����� �� ��� ������� ����� �� ��� �������

������ ���� ������� ���� ������� ������� � ���������� ������� ��

����������� �� ����� ����

a = 200 and b = 45
GCD(a, b)
a mod b = r
While r �= 0 :

200 mod 45 = 20
a = 45 b = 20
45 mod 20 = 5
a = 20 b = 5
20 mod 5 = 0

∴ the GCD(200, 45) = 5

������ ���� ������� �� ��������� ���������

��� ���������� ��� ��� ��������� ���� ��������� ��� ����� �����

������� p ��� q� ��� ������� n �� ����� ��� ������� �� ��������

��



����� n = p · q� φ(n) �� ���� ���������� �����

φ(n) = (p− 1) · (q − 1)

� ����� ��� ������ e �� �������� ��������� ������ ����� e �� ����������

����� �� φ(n) �������������� ����� ��� �������� ������ ������� �� φ(n)

��� e �� �� ��� ������� ������� d �� �������� �����

d · e mod (φ(n)) = 1

��� ������ ��� �������� �� e ��� n ��� ��� ���� �� ����� ��� �� ���

����� ���� ������ �� ������������ ��� ������� ���� ���� �� �� d ���

n� ���� �� ���� ������� ����������� �� ����� ��� �� �� ������� �� ���

��� �����������

�����

��� ���� � ��
� � ��
� � ��
n = p · q
n = 79 · 29
� � ����

Φ(n) = (p− 1) · (q − 1)
Φ(n) = (79− 1) · (29− 1)

Φ(n) = 2184
� � �

d : (d · e)modΦ(n) = 1
������� � � �� � �� ��� ���� � �

� � ���
������ ��� ��� �� � ��� �����
������� ��� ��� �� � ����� �����

������ ���� ������� �� ��� ��� ����������

��� ���������� �� ������� �������� ��� ���� ������ ������� ������

���� ��� ���� ������� �� ������� P �� �������� �� ���� �������� ���

���������� C ����� ������� ������ ��� �����

C = P emod n

��� ��� ���� ���� ��� ��������� ������� C �� ������ ��� ���� �����

���� �� ���� �� ������� ���� ��� ������� ���� �� ������� ����������� ��

����� ��� ����� ���� ��������

��



����� �������� ��������� ���

������ ��� � ������� ������ ���
��� �� � ��� ����� ��� �� � ��� �����

� � ��
� � � � ��� �

� � �� � ��� ����
� � ��� � � ��� � � ���

������ ���� ��� ���������� �������

��� ���������� �� ��������� ��������� �� ����������� �� ����������� ��

����� ��� ���� ����� ��� �������� ��� ��������� ������� C ���� ���� ���

�������� ��������� P ����� P = Cdmod n� d ��� n ��� ���� �������

������� ����

����� �������� ��������� ���

� � ��� � � ��� � � ���
������� ��� ��� �� � ����� ����� � � ��

� � � � ��� �
� � ��� ��� ��� ����

� � ��

������ ���� ��� ���������� �������

��� ��������� �� ��� ���� ������������ �� ���� ��� �������� �������

��� ����� ������������ ���� �� ��������� �������� �� ���� ����� ���

����� ���� ��� ������� ��� �� ���� ��� ����� ����� ���� ���� ���

��� ��� �������� �� ���������� �� ����� ������� ���� ����� ����

���� ��� �������� �� ���� ��� ��� �������� �������������� ��� ����

������������ ��� � ������� �������������� ����� �����������������

������� ����������� ����� ���� ��� ��� ������������ ��� ����������

�������� ��� ������� ���� ��� ���� ��������������� ���������� �����

�������� ���� ���� �������� ��� �� � ������ ������ �� ����������� ���

����� ������������ ��� �������

�������� ����� ������������ ����� ��������� ���������� ��

���� ������ ������ ��� ������� ������� �������� ����� ������������

����� ��� ��� ����� ���� ���� ��� ����� �������� �� ������� �������

����� �� ����� ��� ��������� ������ ��� ���� �������� �� ��� ����������

���������� �� �� ����� �������� ����������� ��� ������������� ����

�� ������� �� ��� �������� ���� ��� ���������� �� ��� ���� ��

����� ������������ ��� ��� ������� ������ � ������ �����������

��������� ��� �� ��������� ������ �� �������� �������� ������������

��������� ��� �� ���� ��� ��� ������� �� ���������� ����� ��

��



�������� �� � ������������ ������� ��� ����� ��� �� ������� �� ���

�������� ��������� ������� ��� ��� ��������� ����� �� ������� ������

���� ������� ��� �������� y2 = x3 + ax+ b� ������ ����� ��������������

�� �������� ����������� �� ���� ���� �� ��� ������ ��� ����������� ��

������� ����� ���� � ����� �� � ������ ��� �������� ������ �����

���������� ������� � �������� ������ ��������� �� ���������������

����� ��� ������ ������ r = 2� ��� ��� ����� G =
�
9
5

�
����������

�������������� ��� mod 23� ����� ���� �� ��� ������� G2 =
�
18
10

�
��

G2 =
�

2∗9 (mod 23)
2∗5 (mod 23)

�
�

��������� �� �� �������� ����� ���������� ���������� ���� ��� ���

�������� ��� �������� p �� � ����� ������ ���� ��� ����� ��������

�� �� ��� ����� ������������ ��������� ������ p� ������� ����� �� Fp� a

��� b ��� �������� ���� ����� ��� ������G �� ��� ��������� �� ���� ������

����� �� ����� ���� ���� �� � ����� �� ��� ����� ���� �������� ��� �����

��� ������� ������������� n ��� ������ �� �������� �������� ������ ��

��� ������ h ��� ����� �� ����� ������� ���������� ����� p
n
� ����� �������

� ����� ���� ������� � ������ ������ dA� ����� 0 < da < n� �����

���� �������� QA �� ���������� ����� ������ �������������� �����

QA = dA · G� ������� ������ ��� �� QA ����� �� � �������� ����� ��

��� ����� F23� ������� ������� ��� �� dA ����� �� �� �������� �� �������

�� ����� ��� �� ��� ��� ���������� ����������� ���� ��������

��



����� ��� ����������

y2 = x3 + x
a = 1
b = 0
p = 23

G = (9, 5)
n = 23

�����

Curve = F23

dA = 6
QA = dA ·G
QA = 6 · (9, 5)

G : (9, 5)
G2 : (8, 7)
G3 : (2, 19)
G4 : (12, 22)
G5 : (3, 17)
G6 : (18, 10)

102 mod 23 = 183 + 18 mod 23
QA = (18, 10)

������ ��� QA = (18, 10)
������� ��� dA = 6

������ ���� ������� �� ��� ��� ����������

������� �� ������������� ��� �� ��� ��� �� ������ �� �������

���������� ��� ����������� �� ���� �������� ������� � ��� ���������

�������� ������������� ������� �� �������� � ������ ��� ��� ������

��������� ����������� �������� ����� ������������ ������ ������

���� ��������� ��� ������ ��� �� ��� ���������� �� ��� �� �������������

���� ������ �� ���� ���� ������ � ������ ������� r ����� 0 < r < n�

��� ���� �������� R �� ���������� ����� ������ �������������� �����

R = r ·G� ��� ����� ����� R� ��� ��� ������ ������ ��� s �� ��������

����� s = r ·QA� ����� �������� ��� �������� ����� R ���� ���� �����

��� ������� ��� ������ ������ ��� s ����� s = dA ·R� �������� �� ������
��������� ��������� ��� ��� ��� ������ ������ s ���� ����� ��� ���

��� ���� �� ����������� �� ����� ���� �� �� ������� �� �������� �����

������������ ������ ��� ���������

��



����� �������� ��������� ���

������ ��� ������� ������ ��� ������� ������ ���
QA = (18, 10) QA = (18, 10) QA = (18, 10)

r = 7
R = r ·G

R = 7 · (9, 5)
R = (13, 20) R = (13, 20) R = (13, 20)
s = dA ·R s = r ·QA

s = 6 · (13, 20) s = 7 · (18, 10)
s = (3, 17) s = (3, 17)

������ ����� ������� �� ����

�������� ��� �� ������������ ������ ���� ��� ��� �������������

���� ������� ���� ����� �� ����� ��� ���� �������� ������ ������� ��

������ ���� ������� ��������� ���� ���� ����� ���� ��� ���� ���

������������ �������� ��� ��������� �� ������� ���� ��� ���� �����

��� ���� ����� ��������� ������ ����������� ���� ���� ��������

������� ���� ���� ��������� ����� ��������� ������ ���� ���������

������ ������������� ������������ ��� ������������ �� ���� �� ���

�������� �� ������ � �������� ���� ��� ��� ��� ������������ ������

� �������� �� ��� ���� �������� ����� ������������� ������ ���

��������� ��������������� ��� ��� ��������� ������ ���� ���

������������� ������� � ��������� �������� ��������� ����� ������ ��

������ ������� ������������ ��� ��� ��� ������ �� ������ ��� ����
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(N, p, q) ���� ����� ��� ��������� �� ������� ���������� f ���

��� �������� ������� fp� ��� ���������� ��� ��������� ����� �����

���������� ����� ���� ��� ������ �� ���������� ����� ��������� N � �

����� �� ��� ������� q� ��� � ����� ����� ������ p�

��� ���������� ��� ����������� ��������� �� ��������� ��� ������

����� ����������� ����������� ������� {−1, 0, 1}� f ��� g� ����������
��������� ������ ��������� ��� �������� fp ��� fq ����� f ·f p = 1(modp)

��� f · f q = 1 (mod q) �� ��������� ����� � ������� ���������

���������� f ��� fp �������� ��� ������� ��� ����� ������� ��� ������

��� ���������� h �� �������� ����� h = p · f q · g (mod q)� �� �������

�� ����������� ��� ���������� �� ����������� �� �����

� � ��� � � ��� � � �
� � �� � � � �� � �� � �� � �� � ���

� � �� � �� � �� � �� � �� � ���

��� ����� f · f p = 1 (mod p)
�� � � � �� � ��

� � ��� � �� � ��� � �� � ���

��� ����� f · f q = 1 (mod q)
�� � � � �� � ��

� � ���� � ��� � ���� � ���� � ����� ���� � ���� � �����

h = p · f q · g (mod q)
� � � � ��� � ���� � ���� � ���� � ���� � ���� � ����� ���� � ���� � �����

������ ����� ������� �� ����������� ��� ����������

�� ����������� �� ����� ���� ���������� �� ��������� ������ e = h ·
r + m (mod q)� ������ ���������� ����������� ���� ������ ��� h ���

�������� ����� r �� ���������� ���� ��� ������� �� �� ��������� ��

������ �� ����� �� ���� ������� �������� ���� ��������� �� ����������

������ q� ���� ��� ������ �� ��� ������� ��� ��� ��� ������� ���

��������� ���������� e�

���������� � � ��� � � ��� � � �
� 31 + 15x+ 2x2 + 7x3 + 5x5 + 12x6

+26x7 + 6x8 + 8x9 + 16x10

� −1x+ 1x2

r · h −8− 15x+ 16x2 + 13x3 − 5x4 + 7x5

−5x6 − 7x7 − 14x8 + 20x9 − 2x10

� 1 + 1x2 + 1x5 + 1x6

r · h+m −7− 15x+ 17x2 + 13x3 − 5x4 + 8x5

−4x6 − 7x7 − 14x8 + 20x9 − 2x10

e = h · r +m (mod q) 25 + 17x+ 17x2 + 13x3 + 27x4 + 8x5

+28x6 + 25x7 + 18x8 + 20x9 + 30x10
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f ��� e ������ ������� q �������� ���������� a� ���������� a ��

���� ������� ������ ������� p� ��������� ���������� b� �������� ���

��������� ������� c �� ���������� c = f p·b(modp) ����� fp �� ��� �������

���������� f ������� ������ p� �� ����������� ������� �� ����� ����

��������� ���� ������� �� �����������

���������� � � ��� � � ��� � � �
� 25 + 17x+ 17x2 + 13x3 + 27x4 + 8x5

+28x6 + 25x7 + 18x8 + 20x9 + 30x10

� 1x4 − 1x5 − 1x6 + 1x7 + 1x8 − 1x9 + 1x10

�� 2 + 2x+ 2x2 + 2x3 + 2x4 + 2x5 + 2x7 + 1x8 + 1x9

a = f · e (mod q) −3 + 4x− 1x2 − 2x4 + 3x5 − 3x8 + 7x9 − 1x10

b = a (mod p) 0, 1,−1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1,−1
c = f p · b (mod p) 1 + 1x2 + 1x5 + 1x6

������ ����� ������� �� ����������� ����������

��� ��������������������� �������� �� ���� ������

�������������� �� ������������ ��������� �� ������� ������ �

��� ������� �� ��������������������� �� ��� ��������� �� ������

��� ����������� ����� ��� ���������� ��� � ������ �����������

���������� ����� ��� �� ��� � ���������� ���� ��� ��������� � ���

� ��� ���������� ��� ����� ��� ��������� ����� ��� ��� �������

��� ���� ����� ����� ��� �������� ����� �� ������������ ��

���������� � ����������������� ��������������� ���� ���������

�������� ���� ���� ���������� ��������� �� �������� ������� �

������ ������� � ������� �������� ����� ��� ������ ��� ��������

�� ��� ���������� ���� ����������� �� ��� ��������� �� ������� ����

����������� ��� ������������� ��� ��� ����� ������� ��������� ������

�����������

���� �� ��� ������ ��� ��� ������ ������ �� ��� �������������

��������� �� ����������� �������� �� ���� ����� ���� ��� ������ ����

��������� ��������� ������� ���� ����� �� �������� �������� ������

���� ���� �� ���������� �� ��� ���� �������� �� ������ �������� �� �

��������� ��������� �� ������� ����������� ���� ��������� � ����� ���

���������� �������� ���������� ���� �� ���� �� ������ ������� ������ ��

������ ������ ��� �� ���� ��������� ����������� �� ����� ����������

���������� ��� ��� ���� ��������� �������� �� ����������� ��������

����������� ���� ����� ��� ����������

��



������� ��������� �� ����������� �� ��� ���� ���� ��� �������

�������� ���������� ��� ���� � ������ ��� ��� �����������

������������� ����� ���� �� ������� �� ���� ������ � �������

������� �� ���� ���� ��� �� �������� ���������� �� ������� ������

������������� ���������� ������� ���������� ��� ����������� ��������

�������� ��� ���� ���� ��� ���� ������ �� �������� ��� ���������

����� ����������� �� ������� �� ���� �� ��� ��������� �� ������� ���

������ ����� ������ ���� ������ ��� ����� ������� �� ��������� ���

������������� ���������� �������� �� �� ��������� �� ���������� ����

���� ���� � ������� ��� ���������� �������� ����� ���� � ������������

������� ��� ��������� ��������� ����� ���������

������������� �������� ���� ������������ ����������� ��������

����������� � ������� ������ �������� ������������ ���� ���

��� ��� ����������� ���� ��������� ����� ����� ����� ��������

������ ����������� ��� �� �� ���� ����� ������ ���� ��������

���� ������� �� ��� �������� ���������� ������������ ����� ����

������������ ���� ���������� ������ ����� ��� ��� �� �� ��� �����

������ �� ���������� ���������� ���� ��� ����� ��� �������� ������

���� ������ �� � ������������ ����������� ��� ������ ������� �� ���

������ ����������� ���� �������� ����������� �� � ������������

������ �������� ����� ���� ��� �������� ��� ��� ���������

��� ��������

����� ������� ���������� ���� �����

������� ������ � ��������� ������ ������� ��� ����������� �� ��������

���������� ��� ��� ������� �� ��� �������� ������� ������� �������

��� ������� ������������ ��� ������ �� ����������� ��� ��� �����

��������� �� ���������� ��� ��������� ���� ����� ������� �� ���� �����

������� ��� ����� ���� ���� ������ ����������� �� ��� ����� ���� ������

���� ����������� ������������ ���� ������� ��� ��������� �� ����������

����� ����� ��� � ������ ����� ��������� ����������������� ��� ���

������������� ������������� ����������� ����������� ������ ���� ����

��� ����� ���� ����������� �� ��� ���� ����� ���� ������������ �����

�� ��� ���� �� ��������� ���� ���������� ��� ��������� ������� ������

������� � �������� ������� �� �������� ��������� ���� ������ ���������

��������� ��� ��������� �������� ������ �� ���� �� ��� ������ ��

���� � ������ �������� ���� � ���� ���� ���������� ���� ���� �����

���� ���� ���� �������� ������� ��� ������������ ����� �� �� ��

����� ��� ���������� ����� ����� ���������� ��������� ��� ����������

��



��������� ����� ������������ �������� ���� ��������� �� � ������ ����

��� �������� ��� ������� ������������ ������ ������������

����� �������� ���������� ���� �����

������ ���� ���� ��������� �� ��� ����� �� � ������ ������������

�������� ���� ������ ������ ������������� ��������� �� ����� �� �����

���� ������������ ��� ���� ������ ��� ���� ���������� ����������

��� ��������� �� ���� ���� ������ ������������ ������ ���� ������ ��

��� ������� ����������� ���� �� ��������� �������� ������ ������� �� ����

�� �� ��������� ��������������� ����� ���� �� ��� ������� �������������

������ ��� ������ ���������� �� ������ ��� ��������� ���� ���� ����

��������� ��������������� ����� ��� ��������� ������� �������� ����

�������� �� ����� ������ �� ����� ������� ������ ��� ��������� ��

������ ���������� ��� ����������� �������� ���� �� ���� ���������

�� �������� �� ���������� �������� ����������� ���� �������� ���� ��

��� ������� ���� ��������� ���� ��������� �� ��� ���� ����� ��������

������ �� ������ ��������� �� �������� ��� ��� �� ���� ��� ���������

��������� ������ ������������ �� �������� ���� �� �� �������� ����

��� ������ �� ������� ������� ��� ���� �� ������� ����������� �����

���� � ������� ������ ������� ���� ��� ��������� ��� �� �����

����������� �� ��� �� ����� ���� �� �������� �� ��� ����������� ��

���� ���� ����� �� ���� �� �������� �������� ���� �� ������� ��������

������ ����������� ��������� ���� �� �����

��



������ ����� ��� �� ����������� �����

�� ����������� �� ����� ����� ��� ��������� ������� � ��� ��� �

��� �� �� ��� �������� ������ ������ � ��� �������� �� ���� ������

������ ���������� ����� ���� ������� � ������ �� ������������� ����� �

������ ��� ��� ������� ���� ���������� ������ ���� ���� � ������� ���

��� �������������� ��� ���� �� ��� ������� �������� �� ��������� ���

����������� ��� �� � ��� �� ������������ ������ ���� � ���� �� �� ����

�� ���� �� ������� � ������ ��� �� �������� ������������� � ��� �� ����

�� �� ���� ������������� ������ ��������� ����� ������� ���������

����������� ��� �������������� ���� ������� ����� �������� ��� �� ���

��������� ������� ������������ ����� �������� ��� �� ������ ���������

��� ���� �������� ����� ��� ��������� ������� ���� �������������

���� ��������� ��� ���� �� ��������� ������ ��� ���������� ����� ���������

�� ���������� ���� ������� ���� ���� �������������

�������� � ������� ������ �������� �� ������ ���� ��� ��� �����

��������� ���� ����� ��� ��� ������ ���� ������� ��� ��� �� �������

��� ���� ��� ������ ������� ����������� �������� � ������� ������

����� ��� ���� �� ���� ���� ������� �������� ������ ������������� ��

������� ������������ ���� �� ��� � ����� ������ �� ���� ����� ��������

�������� ��� ���� �� ������ �� �������� ������ ��������� ����������

�������

��



��� ��������

����� ����������� �����������

����� �� � �������� ������ ������� ������� �������� ��� ��������

������������ ������������� �� ��� ����������� �� ������� ���� �������

����������� ���� �� ������ ���� ���������� ����� �� � ����������

�������� ���� �������� ���� ��� ���������� ��� ���� ����� ������

������� ��� ������������ �� ��������� �� ������� ������� ������� ���

���������� ���� ����������� �� ������������ �� ��� ���������� �������

������� ������ ��� ������� ������� � ������ �������� �������� �������

������ �������� ���� ��� ������� �� �������� ��� �� ����������� �� ����

�������������� ����� ��� ������ �� �������� ��� �� ��������� � ������

���� �� ��������� ������� ������� � ������ ������ ������ ������

��� ������� ����� �� ���������� ������� ��� ������ ��� ������������

��� �������� ������ ��� ��� ������������ ��� ��� ��������� ����� ����

�� ������� � ������ �� � ������������ ��� ������� �� ���� ���� ����

��� ���� �������� ������������ ���� ��������� �� � ���� ������� ����

���� �� �������� �� �������� ��������� ����� ��� ����� ������ ����

���������� ���� ��� ������� ��� ���� ����������� ������� ��� ����������

�� ��������� ���� ��� �������� ���������� ����������

� ���������� ������ �� �������� �� ���������� ����� ����� �� ����

�������� ��� ��������� �� ������� ��� �������� �� ������������� �����

��� ��������� �� ��� ���� �������� �� ������� �� ���� �� ������

��� ������ �� ��� ������� ������� ������ �� ��� ������ ������

��� �������� ���������� �� ���������� ��� � ������������ ������ ��

�������� ��� ���� ��������� �� ���� �������� �� ��������� �����������

��� �������� �������� ���� �� ��� ������ ����� ��������� �� �����

����� ��������� �� ���� ���������� �� ������� ����� �������������

���� ���� ���������� ��� �� ������� �� �������� ��������� ���� ��

������� �� ����� ��� ������ ��� ���� �������� ����� �� ������������

���� �������� �� ���� ��������� �� ������ �������� ��� ���� ������

��� ���������� �� ���� ������� �� ��� ������� ����� ��������� ����������

������ �������� ���� �� ��������� ������� �� ������� ������

�������� ��� ���������� �� ��������� ��� �������� �� ��������

���������� ��� ������������ ������� ��� ���������� ������������� ��

������� �� � ��������� �������� ���� ��� ����� �������� ����� ����

������ �������� ��� �������������� �� ���� ��������� ���� �� ����

������� ��� ��������� �������� ���� ����� ���� � ���� ��������������

���� ���� ���� ���� ���� ��� � ���������� ����� ������ ��� ��� �� ���

��



���������� ����� ��� ���������� ��� ����� ������� �� ��������� �� �

�������

���� ��� ������ ������������� ��� ���� ���������� ��� ��������

��������� �� ������� ��������� ���������� ������������ ���� ���� �� ��������

��� �� ���������� ���� ����������� ���������� ��� �������� �������

�� ��� ��������� �� ������ ���� �� ������� ��� �������� �� ��� ����

������� ��� ���������

������ ������ �������� ���� �� ����� �� �������� ���� ����� �� ����

�� ��� ��� ������� �������� ����������� �� � ������ ���� ���� ����

�� �� �� ��������� ���� ��� �� ������ ��� �������� ��������� �� ��������

��� ������� �������� �� ����� �� ��������� ��� �� ���� �� �������

���� �������� ����������� �������� ���� ��� �� ������������ ����������

����� ����� ��� ������������� �� ��� ������� �������� ������ �� ����

��� ���������� ��� ��������� ��� ���������� ���������

����� ������� ������ ������ ������������ ������

������� ������ ������ ������������ ������ �� ��������� �� ������

������ �� � �������� ����������� ����� ��� �������� ������������

���� ���� �� ��� ��� ��� �������� ����� �� ����� �������� � �������

������ ���� ��� ���� �� �� ���� �� ���� ��������� �� ���� ������������

�� �� ��� ��� ��������� ����� �� ����� �� ������ �������� ���������� �� ���

� ��� �� � ���������� �� �������� ��������� ����������� �������� ������

���� �������� ���������� �� ���� ��������� �� ��� ��������� ����������

����� �� �� ������ ���� � ����� ��������� �� ���� �� �� �� ���� ����

�� ��� �� ������ ��������� ����� ������ �� ���������� �� ��������

������� ���� ��������� ����� ���� ������� ������ ���� ��������� ��

���� ����������� ���������

����� ���� ��������� �������� ��������

�� �������� �������� ���������� �� ����� ��� ���� ���������

�������� �������� ��������� ��� ��������� ��� ��������� ������

������� ��� ��������� ������� ������� ������ ���� �������� ������

���� ���������� �������� ������� �� ������ ��� ��������� ����

��������� �� ����� �������� ������ ��������� � ������ �� ����

��������� ������ ���� ������� ����� ���� ���� ��� ���� �������

����������� ������ ������ ��� ������� ����������� ���� ����� �� ����

�� �������� ���� ��� ���� ��� ������� ������� ����������� ����� ��

��� ���� �� ������������

��



����� ���� �������� ������� �������� ��� ��� ������

��������� ��������

���������� �� ����� ������ �� �������� �� ���� �� ������ ��� ����������

�� ������ �� ��� �� �������� ������������ �� �������� ������ ����������

���� ������� ����� � �������� ������ �������� ��� ��������� ����������

�� ������� ��������� ���� �� �������� �� ��������� ������� �������

������� ��� ���� �������� �� �������� ������� �������� ��� �����

����������� ���� ������� ������� ���� ���������� ������� � �������

������ �������������� �������� ���� �������� ��� ��� � �������� ������

�� ��������� ���� ����������� �� ������� ������������� �� ����� �����

�� ��� ������ �������� ������� �� ��������� �� ���� ������� ����� �

�������� �������

������ ����� ������ �������� ���� �� ���� �����

����� �

���������� ��� ���������� �� ������ �������� ������������

��������� �� ��� ����� ������ �� �������� � �� ��������� �� ��� ��� ��

���� ���� ����������� ��������� ��������� �� ������� �������� ����

� ������ ������� ������������ ���� �� ��� ����������� ��� ������� ��

��� ���� ��������� ������� ��� ��������� ������ ����������� �����

���� �������� �� �� ���������� ��� ��� � ����������� �������� ����

��� �� ��� �������� ��� �������������� �������������� ����������� ��

��



��� � �������� ����� ��������� �� ���� ���� ��� ��� ��������� ����

����� ����������� ����������

� �� ��������� �������� ���������� ���� ��� ����� ��������

���������� �� ������������� ����������� ������ ����������� ���

����������� ��������� ������� ���� ��� ����� �� �� ��������

��������������� �� ��� ���� �������� ���������� ���� ��� �����

�������� ���������� �� ������������� ����������� ����� ���� ����

�������� ��� ����� ���� ������ ��� ����� ����� ���� ������� ���� ���

� �� ��� ���������������� ����������� ��� �������� ��������� �� ���

����� ������� �� ��� ���������� ��������� ��� ����������� ���������

�� �� ���� ������� ���� ���������� � �� � �������� ��������� ���

���� ������������ ������ ������ ������� ������������ ��� ���������

��� ������ ��� �������� ��� ���� �������� ��������� ����� ��� �������

������� ��� �������� �������������� �� ��������� �� � �� ��� �������

�� ������� ������ ��������� ��������� �� ��������� �� ������ ������

���� ����� ������� ����� ������ ��� ���� ������� ������ ��������

������ �������� ���� �������� ������� ���� ����������� ���� ��

������� �������� �� ����� ����������� ��������� ��������� ������

����� � ��� ���� ��� ���� �� ������� � �������� ��� ���������� ���������

����������� ��� ������ ���� ��� �� ����������� �� ����� ������� ���

�������� ����������� ��� ���� ������ ����� ����� ��������� �����

��������� ��� � ������� ����������� ��� �������� �������� ��������������

�� ������ ������� ��� ���� ����� �� ����������� �� �����

�������� ��� �� ������� �������������� �� ������������� �� ��� ��������

����������� ��������� � �� ���������� � ������� �������� �� ������

���� �������� �� ������ ��������� ���� �� ���� �� ������� ����

���������� ��� ����� ���������� �� ��������� �������� ��� ������

����� ��� ������� ��������� ���� �� ������� �� ������ ������ ����

��������� ��� ������� �� �� �� ���� ��� ��������� ����� ����� �������

����� ����� ��������� ����� ���� ������� �������� �� ����� ���� ��

������ ������ ������� ��� ������ ��� �������� ���� ���� � �� ���

�� � ��� ����� �� ������ �������� ����������� �������� ��� ���������

���� ��� ������ ���� ��� ������ �������� ������� ��� �� ��� ��� ��

�� ����� ��� �������� ��������� ����� ���� ���� ���� ��������� ���

������������� ���� ���������� ������ ��������� ���� ����������� �� ��

��������� �� ��� ��� ���� ���� ��� ������� ��� ��� �� � �������

���� ���� ��� ���� ��� ���� ������������ ����� ���� ��� � ������

����������� ��� �������������� ����������� �� ��� ����� ������ ����

����������� ������ ����������� ��������� ��� ������ ���� ������

�������� ����������� �� � ������� ����

��



����� ����������

��������� �� ������� �������� ���� � ������ ������� ���������� �� ���

�������� ���� ��� ������� ������ �� ������� �������� ������� ��������

���� � �������� �������� ����� ���������� �� ����������� ��� ����

���� ��������� �� ��� ������� ������������ �� ������� ������ �� ���

������ �������� ���������� �� ��� ���� ������� �������� �� ��� ����

���� ��� ������� �� ��� �� ���� ���������� �������� ������ ������ ���

���� ��� ������ �������� ������� ���������� ������������� ����� �� ���

�������� ����� ���������� ��� ���� ���������� ����������� ��������

�� �������� ��� �� ��� ������� ������� ������� ��� ��� �� ����������

�� ��� ��������� �� ������ ��������� �� ��������� ���� ��� �������

���������� ���� � ������ ��������� �������� ���� �� ������� �������

������� ����������� ���������

�� ��������� �� ��������� ��� ������ �������� ���� ����������

������������� ������ �������� �� ������� ������ �������� ������ �

�������� �� ��� ������ �� ������������������ ������� ����� ��� ������

���� �������� ����� �������� �� �������� �� �������� �������������

������� �������� �������� ����������� ���������� ������ ��� ���������

���� ����� ���� �� ���� ��� ������ ����� ��������� ��� �������� ������

�� ����� ��� ����� ��������� ���� ��� ����� ������� �����������

��������� ������ � ������ ����� ��� ����������� ��������� �������� ���

�������� �� � ������ ������� �� ������������ �� ������� �� �����������

��� ����� ������ ����� ���� ������� �� ������ ������ �������� ����

������ �������� ������� ������� � �������� ��� ��� ������ ��������

������� ����������� ��� ��� ���� ���� ��� ���� �� ������� �������� ��

������� ���������� ����� ������������ ������� ��� ��������

�������� ������ ��������� �� ����� ������� �� ������������ ����������

�� � ���� ���������� �������� �� ��������� ��� �� ������� �� �����

���������� �� ���� ��������� �� �������� ����������� ���������� ���

���� ��������������� �� ����� �������� ����� ������ ���� ����� �� ��

����� ��� �� ���� �������� �������� �������������� ��� ���������

���� �������� ������ ��������� ��� � ����� ���� �� ����� �� ��

��� ������ ����� ���� ����� ���� �� ��� �� ��� ������ ��� ��

���������� ������ ������ �� ��� ����� ���� �� ���� ��������������

��� ���������� ��� ������������ �� ������������� ������������ �����

� ��� �� ����������� �� ����� �����

��



������ ����� ��������� ���� ���������� �����

���������� �������� �� ��� ������ ���� ���� ����������� �������

� �������� ������ ���� ��������� ����� ��� ��� ������ ��� ��������

���� ���������� ������������ �� ��� ��� ������ �������� �� �������

���������� ������ ��� ������������ ��� ��������� ��������� ��� ��� ���

����� �� ����� ��� ������ ��� ���� ����������� ����� ����� �������

���������� ���� ��� ������� ������������ ��� ���������� ���� �� �������

�� ��� �� ���������� �������� �� ����� ����������� ���������

���������� �� ���������� �� ���� �������� �� ����� ������� �� ��

�������� ������ ����� ��� �� �������� �� ��� ������ ��������

���������� �� �� ����������� ��������� ��� ��������� ���������� ��

��� ���� ������ �� ����� ����� ������ ��������� ��� ���� ���� �� ��

���������� ���������� �������� ���� ��������� ��� ����� ������� ���

������ ������ ��������� �� � ������������ ������ �� ����� ��������

��� �������� ���������� �� ���� ����� ����� �� ������������ ���������

�� ������ ����� ����� �� �� ��������� ���� ��� ������ �� ������ �������

�� ���������� ��������� ���������� ��� ���� �� ������ ���� ��� ������

�� ��� ������ �� �������� ������� �� ���� �������� ������ ��� ��������

�� ��� ��� ���� ��� ����� ������ �� ��������� ���������� ��� �����

��������� �������� ������� ��� ������ ��������� ����������� ����������

�������� ���� ������������� �������� ������������ �� ��� ���� ����� ��

�������� �� ������ �� ���� ��� ������� ������ �� �� � ��������� ������� ��

�� ����� ��� �������� �� ���������� ������� ������ ���� ��������� ��

�������� ����� �� ���������� �� ����� ���������������� ��� ������ ��� ����

�� ���� ��� ������� ��� �������� ��� ����� ������� ������� ���� ����

������������� ��� ��� ������� ��� ��� ���������� ���� ��� ���������

��



����� �����

����� ��������� �� ��� ���� ������� �� ������ ������ ��������������

�������� ���� ������� �������� ������������� ����� ��� ���������� ��

����������� ������������ ��� �������� �� ���������� ����� � ��������

��� ������ �� ������ �������� ������������ �� � ������ ��������

�� ����� ����� ����� ������ � �������� ��� ����� ���� �� ���

���� ���������� ���� ���� ������ ������� ��� ������ ��������� ���

��������� �� ����� �� ���� �� �������� � ���������� ��� ��� ��

��� �� �������� ���������� ������� ��� ����������� �� ��������

����� ��������� ��� ������� ��������� �� ������ �� ��� ��� �������

����������� �� ���� ��� ��� ���������� ��������� �� �����������

����� ��������

����� ����� ����� ������ �� ��� ��� ��� ����������� �� ���� ����

�������� ���� �� ������ ��� ���������� �� ����� ������������ �����

���� ��������� �� ��� �������� ������� �������� �� � ������� ����

����� ����� ���� �� ���� �������� ����� ���� ��� ������� ���

����� �������� �� �� ���� �� ��� �������� ����� ����� �������� ������

�� ����� ������ ���� �� �������� �������� ������ �������� ��� ���������

����������

��� ��� ������������

���� � ��������� ������ ���� ������������ ��� ��� �� ���� ���

������������ �� ������������ ��� ��� ���������� �������� �������

������� ����� ����� �������� �������� ��������� �������� �� ��� ����

���� �������� ���� �� ��� ���� �� ������� ����������� ��������

��������� ��������� ��� ����� ��������� ����� ����������� �����

���� ���� � ��������� ����� ���� ��������� ������ ���������

������������� ���������� �� � ����

���� � ������� ������ ��������� ���� � ����������� �������� ��

������ ��� ���� ������ ����� ��� ��� �� ���� �� ��� ���

����� ���� ��� �� ��� ����������� �� ���������� �� ���� � �����

���� � ������� ���� ���� �� ������� � �������� ������� �������� ��

�� �� ����� ������ ��������� �� ���� ����� ���� � ������� ��������

���� �� ��� ������ ����� �� ���� � ����������� ��������� ���� �����

��������� ��� ��� �������� ��������� �� ���� �������� �������� ���

��������� �������� �� ����� ��� ��� ������� ������� ��� ����� ���������

��



����� ��� ��������� ������������� �� ��������� ���������� ���� ��

��� ��� ����

�� � ������� ����� �������� � ������� ������ ������������� ��������

������� ������� �� ���� � ������� ����� �������� �������� � ������

������� ������ ��� ��� ����� ���������� ��� ���� ��� ��������� ���

�������� ��� ����� ��� �������� ��� ���� ���� ���������� ��� ����������

��� ������� ��� ���������� ���� ��� ������� �� ������ ����� ���������

��� ��� ������ ��� ������������ ���� �����

�������� � ������� ������ ���� ���� �� ���� ��������� �� ��� ���

����������� ����������� �������� �� ��� ������ ���� ���� ��

����� �� ����� �������� �������� ��������� �� ����� ���� �����������

��� ��� ��������� ����� �� ����� �������� � ������� ������� ����

�� ��� ���� �������� ������������� ���������� ������������ ��������

����� � ���� ����� �������� ������������ �������� ��� ����������

�� � ��� ��������� ���� ����� ������ ���� � ������� ��������������

�� � ���� ��� ���� ��� ���� ����������� �� ���������� ������������ ��

���� ���� ������������ ������������ ������ ���������� ��� ���������

�������� ����������� �� ����� ������� ����� �������� ������� �������� �

������� ������������� ������� �������� ��������� ���� ���� �����������

����� ���� ������ ����� �� �� � ������� �� ��� ���� ���������� �� ���

���������

��� �������� �������� � ������� ������ ������������ �����������

������������ �� ��� ��������� ������ ������ ��������� ������ �����

������������ �������� ���� ���������� ���� ���������� ����������

������������� �� �� ����� � ��������� �� ������ ��� �� ������� �������

����������� ������������ ��������� �� ��� ���� �������� �������� ����

��������� ��� ������ ������ ��� ��� ������� �� ��������� ������� ���

����� ��� �������� �������������� ����� �������� � ������� ������

��� �������� �������� ������ ��� ����� ������������ �� ������������

���� ��� ����������� �� ��� ���� ���� ��� ����������� ���� � ������

���� ���� � ������ ��� ������ ��� ������� ���� �������� ��� ��������

�������� ���� ���� �� ���� ��� ������� �� � �� ���� ��� ���� ��������

���������� ��� ����������� �� ���� ������� �� ������� ��� ���� ������

�������������

�������� ������ �������� ��������� �� ��������� �� ������ ���������

��� ����������� ���� ����� ������� �� ������������ ���������� �� �

��� ��� ������������� ������� ����� ���� ���� ���������� ���������

���������� ������������� ��� ��������� ���� �������� ��� ���� ���

������� �������� ��� �������� ����������� �� ���� ����� ������

������ ������� � ������ ���������� ��� ������ �������� �����������

��



�������������

�� �������� ��� �� ���� �� ����������� �� ���� ������������ ��� ���

����������� �� �������� ������������� ����������� ��� ��� �������

����� �� ������ ������������� �� �������� ��� �� ���� � ���������� ���

���� �� ��� ��������� ��������� �������� ��� ��������� ��� ���������

�������� ������ ��������� �� ������������� �� ��� ������� �����

�� ������������ �� ����������� ��������� ������������ ���������� �

����������� �������� ��������� �������� �������� ��������� ����������

����������� ���� ���������� ���� �� ������������� ���� ��� ��� ���

������������ ���� ��� ��������� �������� �� ������������ ����� ���

���������� �������� ���� ��� ���� �� ����������� ������������ ����� �

���� ���� ������� ��� �� ���� �� �� ��������� ��������

������� ��� ��� ��� ������� ������ �� ������� ���������� �������

������� �������� ���� ������� ������������� ��� ����� ��������� ����

������������� ���������� ��� �������� �� ��� ������ ���� ���

��������� �� ������ ���������� �������� ����������� �� ��� ���� ��

����������� ������������ ���� ����������� �� �������� �������� ���

��������� �� ����� ����� �������� �� ������ ������

��



� �������� ������

��� ����

���� �������� ���� ���

� ������� ������� ������������� �������� ��� ����������

� �������� ��� ���� �� ��������� �� ����������� ���������

� ������� � �������� �������� ��� ����� ����������� ������������� �����������

� ������ ���� ������� �������� ������� ��� ������ ��� ��� ����� ��������

� ����������� ������� ������ �����������

� ����������� ��� ������� ��� �� ���������� ��� ������� ���� ������� ���� ���

�������� ��� �������������

��� �����������

��� ������������ �������� ������ ������ ��� ������� ���� ���

��������� ������ �� ��� ����������� �������� ���� �������� �������

�� ��������� ������������� ������� ���� �� ����� ���� ���������

�������� �������� ��������� �� ��� �� ��� �������� ��������� �� �

������ ��� ���������������� ��� ���� ������������ ���� �� �����������

���� ��������� ��� ������� �� ��� ���� �� ���������� �������

����� ��������� ��� ������ ����������� ��������� �� �������������

��� ���������� �������� ���� �� �������� ��� �� ������� ���������

�� ������������ ���� ���� ��� ������ �� ��� ��� ��������� ��

���� �������� �� ���� �������� ���������� ������ ������ ����

��� ���������� ���������� ��� ������� ���������� �� ������� ���

���� �� ���������� ������ ����������� ������ ��� � ��������� ��

��������������� �� �������������� ����� ����� � ����� ������

������� ��� ���������� ��� �������� �� ����������� ����������� � �����

�������� ������� ��� ����� ���� �� �������� ��� ���� ���������

������������ �� ��� ������ ��� �������� ����������� ������ ���������

��������� ��� �������� ����� ��� ���� ��������� ����� ��� ���������

���� ������� ������� ��������� ��� ������ �� ������� ����������� ���

����������� ����������� ������������� �� �������� ����������������

����������� ������� �������� ��� ��������������� ��� ��������

���������� ��������� �� ���� ����� ������ ���� �� ����� ����������

�� ����� �� ������� ���������� ��� ��� �������� ���������� ��� ��������

����� ��������� �� ��� ���� �� ����������� ���������

��



��� ���������

��� ��������� ���� ���� �� �������� ���� ���� �������� ��� �� ��������

�� ��� ���������� ������������ �� ����������� ����� � ����

�� ���� ���������� ��� ��� ���� �� � ������������� ��������� ���� � �������� ������

����������� �� ���������� ���� ��� ���������

�� ���� ��� ����������� �������� ���� � ������������� ��������� �� �����������

�� ���� �� ����� �� ���������� �����

�� ���� ��������� ��� ���������� ���� �� ������������� ���������� ������� ��

�������� ����� �� �����������

�� �� � ��� ������ �� ���������� ������ ��� ���������� ���� � ���

�������������� �� ��� ���� ����������

�� �� � ��� ������ �� ���������� ������� ��� ���������� ���� � ���

�������������� �� ��� ���� ����������

�� ���� �� ��� ������ �� ������� �� � ������������� ����������

�� ���� � ��� �������������� �� � ������������� ��������� �������� ����������

�������� �� � ��� ���������������

��� ����������

�������� �

��� ���������� ������������ �� ����������� ����� � ����

�������� ��������� ��������� �� ������� ��� �� ���� ��������� ���������

���� ������������ � ������������� ��������� �� ��������� ����� ��

�������� �������� ��������� ������ ��� ������������� ������������ ����

�������� ���� ������� � ��������� ���������� ������� ��� ����������� ��

��� ���������� �������� ��� ��� ��������� ��������� ������� ��������

���� ���� ����������� ��� ���������� ���� ������� � �������� �������

�������� �

���� ���������� ��� ��� ���� �� � ������������� ��������� ����

� �������� ������ ����������� �� ���������� ���� ��� ���������

���� ������������� ���������� ���� � �������� ����������� �����������

�� ��� ��� ����� ���������� ���� �� ��� ���� ���� ������� ���

����������� ����� ������ ��� ���� ����������� ���������� ��� ��� ����

�� � ������������� ��������� ������ ������� ��������� �������� ���

�������������� ��� ���� ���������� ������ ������� ������� �����������

��



�������� �

���� ��� ����������� �������� �� �� �����������

������������� ��������� ���� �� ����� �� ���������� �����

�������� ��������� ��� ����� ��� ��� �������� ������ �� �������������

������ ��������� ��������� ���� �� � �� ��� ������� ��� �������� ��

��������������� ������ � �������� ���� �� ����������� ������� �����

������ ������������ �� ���������� ���������� ������������ ��� �������

�� ���� ���������� ������ ���� ���� ���������� �� ��� ������������

������ ���� �� ���� �� �����

�������� �

���� ��������� ��� ���������� ���� �� �������������

���������� ������� �� �������� ����� �� �����������

��������� ��� ���� �������� �� ����� � ������� ������ �� �������������

�� ��� ������������� ���������� �� �� ���������� �� ���� ��������

���������� ���� ������� ��� ������� �������� �� �������� ��� ��� ������

���������� ��� ���������� ��� ���� �������� ��������� ��� ����������

���� ������ ������� �� �������� ���� ����� ��������� ��� ����������

������� ����� ������������� �����������

�������� �

�� � ��� ������ �� ���������� ������ ��� ���������� ����

� ��� �������������� �� ��� ���� ���������� ����� ��

�������� ��������� �� ��������� �� ������� ���� ��� ������� ���� �������

������� ������ ���� ��� ������������ �� ��� ������� ��� ���� ��� ����

����������� �������� ����� ��� ���� ������ ���� �� ������� �� ��������

������ �� ����� ���� � ��� ��������������� ������ ������ �������

������ ������� ��� �������� ������������ �� ���������� �� ��� ������

������� �������� �� ������� ����� ���� ���� �������� ���� ��������

�� ����� ����

�������� �

�� � ��� ������ �� ���������� ������� ��� ����������

���� � ��� �������������� �� ��� ���� ���������� ����

������������ ������ �� �������� ������� ���� �� ��� ������ ��� ��

��� ���� ��� ���� ����������� ������� �� ��� ���������� �����������

�������� ��� ���������� ������������� ����������� ��� ����������

��



��������� ������� �� �� ���� ��������������� ��������� �������� ��

����������� ��������� � ������� ����� �� ������������ �� ���������� ��

���������

�������� �

���� �� ��� ������ �� ������� �� � ������������� ����������

��� �� ��� ������������ �� ��� ������� ������ �� ������� ������ ��� �������

������� ��� ��� ��� ��� ������ �� ������� ������� ��� ��� ���

���� ����� ���� ���� ���� � ���� ������ �������� ������� �������

�� �� �� ����� ��������� ������� ��� ��� ���������� �������� �� ����

��� ��� ���������� ���� ������� ���� �� ��� ������� ������� �� ����

����� �� ���������� �� ����������� ������� ������ ��� �� �� ����� ���

��� ����� �����������

�������� �

���� � ��� �������������� �� � ������������� ���������

�������� ���������� �������� �� � ��� ���������������

����� �� ��� �������� ��������� �� ������� ���� ��� ������ ��

���� �������� ������ ���� �� �������� �� ���������� ���� � ���

�������������� �������� �� � ��� ���������������

��� ������

��� ��� �� ���� �������� �� �� ������ ��� �������� ��������� ���� �������

���� ��� �������� �������� �� ���� ����� ������� ���� � ����� �� �� �����

������� ��� ����� ������ ��� ��������� ������������ ����������� ���

�������� ��� �����������

����� ��������

������� �������� ���� �������� �� �������� �� ��� ��� ���� �������

��������� ��� ������� ��� ����������� ��� ������������ ��� ����

����� �� �� ������� �������� ���� ������� ������ ��� ��� ���� ���

��� �������� ������� ��� ���� ����������� ����� ���������� �����

� ��������� �� ������������� ���������� �� �������� ������� ��������

��������������� ������ ��������� ��� �������� ������� �� �������������

�������� � ��������� �� �������������� ���������� ��� ��������� �� ������

������ �� ������ ���������� ����������� �� ��� ���������

��



����� ���� ��� ����� ���� ������������ �� ���������� ����� ��

���������� �������� ������ �������� ������� ��� ��� �����������

������� ��� ��� ������� �������� �������� ��� ��������� ����� ���

��� ���������� ��������

����� �����������

�� ��� ���� �� ���� ��������� ����� �� �� ��������� �������� ���

�������� �������� ��� ������������ ����������� �� ���� �����

���������� ��� �������� �� ������ ��� �������� ���������� � ������

�� ���������� ��� ������ �� ��������� � �������� ������� ��������

���� �������� �� ���� ������� ����������� ���� ��� ����������� �����

���� �������� ������� ��� ���������� �� ���������� ���������� ����

�� ������������� ����������� �� �� ��� ����������� ��� �����������

���������� ���� ����������� ����������� ��� ���� ���������

������� ��������� ��� ����������� �� �� ������� �����������

������ ���������� �� ������� ���� ��� ������ ������� ������ �� �������

������ ��� ����������� �������� ��� �������� ���������� ��������� ���������

�� ���� ��� ������� �� ���� �� ��� ���� ������ ������� ��

������������

���� ��������� ����������� �� � ������ ������������ �������

������� ��� ���� ������� �� ��� ������� ����������� �� �������

������������ ������� ��������� ������� ��� ��� �������� ������ ���

������ �������� ������ �� ������� ������

���������� ��������� ����������� �� � ���������� ���������

�� ������� � ����� ���������� ������� �������� ��������������� ��

������������� ���������� ��� ����������� ����������������

�������������� ����������� �� � ���������� ������� ��

������������ ��� ���� ������ ���� ������� �������� � �����

��� ����� �� ��������� ��� ����������

������������������ ��������� �� �������������� ������

����� ��� �������� ������� �� ����� ���� �� ��� ������������� ���� ����

��� ��� �� ��� ������ ��������� ��� �����

��



����� ����������

�������� �� ���� �� ��������� � ���������� �� ����� ������������ ������

�� ������������ �������������

���� �������� � ���������� �� � �������� ��������� � �������

��� ������� ������� ����� �� ������� �� �������� ��������� ��

�������������� ����������� ����������� ��������� ��� �� ����

������ ������� ������� �� �����

��� ���������� ���������� �� �������� �� �������� ������� ����

������� � ������ �������� ��� ���������� �������� ��� ��� ���

���� � ���� ����� ������������� ���������� ������� �� ���� ��

����������� �������� ��������� ��� ���� ��������� �������� ��� �������

�� �� ����������� ���������� ����������� �������� ��� ���� ��������

�� ������ ��� ��� ��������� �� ���� ���������

����� �������� ��� ����������

���� ��������� ��������� ���� ������� �� ��� ����������� ���

���������� �� �� ���� � ��� �� �� �� ������ ��� ����� ���������

���� �������� �������� �� ����� �������� ������������ ������� ���

������� �������� ���� ������� �� ��������� �������� ��������� �� ����

�� ����������� �� ����������� ��������

���������� ��� ���������� ����������� ������� ���� ���

������������ ������ ��� ���������� �� �������� �������� �������

��� �������� ��������� ��� ������ �������� �� ��������� ��� �����������

����������� ����������� ��� ����� ���� ������� �������� �������

�� ��� �������� �������������� ��� ���� �������� � ��������� �� �����

�������� ������� �������� ��� ����������������

��� ������������ �����

����� ��������

�������� �������� ������

�������� �� �� ���� ������ ������� ���� ���������� � ����� ������

�� ������������� ����������� ��������� �������� �� ���� �� ��� ��������

��



��� ����� ��� �������� ��������� ���� ����� �� ���������� ������ ���

���������� �� ���� ��� ������ �������� �� ������������� ��� �������

�� �������� ���� ��� ��������� ��� ���� ���� �� ������� ��������

���������� ��� ����

������� �������� ������ � ��� �����

�������� ��������� ������� �� ����� �� � ������� �� ��������� �� ������

������������� ����� ��� �� ��� ���������� �� �� ������ ���� �� �����

��������� ������� ��� �������� ���� ����� ������������� ��������� ���

��� ��������� �������

������� ������ �������� ������

������� ������ �� ��� ������ ��� ��� ������� ����������� ������������

�������� �� ������� � ������ ����������� �� ������� �����������

���� ���� ��� ��������� ������� ������ ������������ ��� �����������

���� ���� �������� ��������� ������� ���� ���� ���� ��� �������

���������� �� ������� �� ���� ���������� ��� ��� �����������

������������� �����������

��������� �������� �����������

������� ���������� ��� ���������� ���� ������� � �����������

���������� �������������� �� ������������� ����������� �� ���

��������� �� �������� �� � ������� ������ ��� �������������

���������� �� ���������� ��� � ����������� ��� � ����� �� ������������

������������� ���� ��� ���� ������� ����������� ��������� �� �� ���

������ ���� ����� ������������� ���������� ��� ��� ����� �� ���� ���������

�� ���� �������� ��� ��� ���� ���� ����� �� ��������� ��� �������

�� ��� �������

��� ������������ ���

��� ��� ������������ ���� ���� ����� �� ���������� �� ��

��������� ��� ����������� �� ������ ��������� ������ �������� ������

�� ��������������� �� ������������� ����������� ������� ��������

��� ���� �������� �� ����������� ���������� ���������� ��������� ���

��������� �� ��� ������� ��� ��������� ������ ����� ��������� ���

���� �� ������� ���� ���� ��� ��� ��� ��� ������� �������

��



������� �������� ������� ������� ������� ������� �������

������� �� � ������ ��� ������� ����� �� ��� ������� ����������� ��

�������� �������� �� ���� ���������� ��������� ���������� ��� ��������

������������

������ �������� ������� �������������� ������� �������

�������������

������ �� ������� ������ ��� ������� ��������� �� �������

��������� �� ����������� ������� �� �� ��� ���� ���� ������� ����

������ ������ ������

��������������������� ����������� �������� �����������

��������� ���� ������� ��������������������� �������� �� ����

������ ����������� ������������� ��������� ��� ��������� ���� ���

� ��� ���� ����������� ����������

�������� �������� ����

��������� �� � ����������� �� �������� ��� ���� �� �������� �� �� ����

��������� �� ����� ��� ���� �� ������ ��� ����������� ��������� ����

������� ���� ������� �� ���������� ��������� ������� �� �������� ���

������ �� �������� ��� ����������

����� ��������

����� ���� ���� �� ������ �������� ���� ��� �����������
������� ���� ������� ������
������ �� ������� � ��� ���� ���

��� ��������� ��������� ��������� ���������
��������� ���� ����� ��������� ����������

��� �������� ��� ������� ����� ������ ����� � ������ ������
��� ��� �������

��� � �� � �� � �� � ��
�� ������� ������� ������� ������

����� ��� ��� ����� ���

��



����� ���� ���� �� ������� ��� ������ �������� ���� ��� �����������
������ �� �������
������� ������� ��������

��� ��������� ��������� ���������
����� �� ����� ����� �� ���� ����� ���� � ��� �����

��� ������ ��� ��� ��� ������ �� ��� ����� ��� �������
��� �� �� �� �� � ��
�� ������� ������ �������

�� ����� ��� ����� ���

����� ���� ���� �� ������ �������� ���� ��� �����������
���������� �����
������ ������

��� �������� ���� �� �������� ���� ��
����� ���� ����� ����� ���� �������

��� ������ ������ ���� ��� ������ ����� ���� ���
���� ������ ����� ����� ��� ������ ����� ���� ���
��� �� �� �� ��
�� ������ ������ ������ ������

����� ��� ����� ���

����� ���������

����� ���� �������� ��������� ���������
����������� ��������� ��������� ���������

��������� ������ ��������� ��������� ��� ������
��� ������������ ��������� ���������� ��� �����������

������ �� ��� �����
��� ����� ����
���������

����� ���� ������� ��� ���� ��������� ���������
����������� ��������� ��������� ���������

��������� ������ ��������� ��������� ��� ������
��� ������������ ��������� ���������� ��� �����������

������ �� ��� �����
��� ����� ����
���������
���� �������

��



����� ���� ���������� ��������� ���������
����������� ��������� ��������� ���������

��������� ������ ��������� ��������� ��� ������
��� ������������ ��������� ���������� ��� �����������

������ �� ��� �����
��� ����� ����
���������
�������

����� ���� �������������� ��������� ���������
����������� ��������� ��������� ���������

��������� ������ ��������� ��������� ��� ������
��� ������������ ����������� ���������� ���������� �����������

������ �� ��� ����� ����������� ���������� ���������� ��������
��� ����� ���� ����������� ���������� ���������� ����������� �
��������� ����������� ���������� ���������� ����������� �
������� ��������� ���������� ��� �����������

����� ���� ������������������ ��������� ���������
����������� ��������� ��������� ���������

��������� ������ ��������� ��������� ��� ������
��� ������������ ����������� ���������� ���������� �����������

������ �� ��� ����� ����������� ���������� ���������� ��������
��� ����� ���� ����������� ���������� ���������� ����������� �
��� ������������ ����������� ���������� ���������� ����������� �

��� ������� ��� ��� ��� ��������� ���������� ��� �����������
���������
�������

����� �����������

����� ����� ����

�� ���� ��� ���������� �� ���� �������� �� ������������� ���� ��� �����

�� ��� ��������� �� ����� ������� ���� ���� ��� ��� ��� ���������

��� ����� ���� �������� �� ���� ��� �� ����� ������� ��� ��� �����

������� ��� ���� ���� ��� �� ��������� ������� �������� ����� �������

���������� ���� ��� ������ ��������� �� ���� ������� ��� ���� ��� �����

��� �������� �������� ��

��������� ��� ������� �� ����� ��� �� �� ������� ���� ���� �� ��� ��

�������� �� ������������ ������ ���� �� ��� ����� ������� ��� ������ ���

���� ������� ����� ���� ��� �������� ��� ������������� � ���� ���

��



�� �������� ���������� ���� ��� �� ����� ������� ��� ������ �������

����� ��� ����� ������ ���� ����

����� ���� �������� ����� ���� ������� ��� �����
��������� �� ������� ����� ������
������� ���� ���
������� ��� ���

������� �������� ���� ��� ���
������� �������� ���� ��� ���
������� �������� ���� ��� ���

���������� ������� ����� ��� ���� �� ���� ������� �������� ���

������� ����� �� ����� ����� ����� ������� ���� ���� ����� ��� �� �����

������� �� �������� ������ ���� ��� ����� ������� �� ���� ��� ���� ���

���� �������� ������������ ��������� ��� ��� ��� ����� �� ��������

��� ���� ��� ��� ���� �� ��� ��� ���� �� ���������� ��� ������

�� ���������� ��� ������ ���������� ��� �� ��� ����� �������������

������������� ������ ���� ������������� ���������� �������� ��� ������

�� ����������� �� ����� ����� ��������� ���� �������� ��� ���������

��� �� ����� ������� ���� �������� �� ������ ���������� ��� ������

������ ���� ��� ����� �������� ������� �� ��� ��� ���� �� ���� ��

���������� ����� ����� �������� ����� �� ���������� �� ����� ��� ���

������ �������� ����� ���� �������� ���� ���� ��� ����� �� ��� ��

�������� ���� ���� �������� �� ���� ����� ������ ���� ���� ��� ���

��������

����� ����� ������� ����� ���� ������� ��� ���������� ��� �������
��������� �� ������� ����� ������
������� ���� ������� �������
������� ������ �������� ��������
�������� ���� ������ ������
�������� ������ �������� �������
�������� ���� ����� �����
�������� ������ ������� �������
�������� ���� ����� �����
�������� ������ ������ ������
���� ��������� ������ ������
���� �������� ������ ������
���� �������� ������ ������
���� �������� ������ ������
���� �������� ������ ������
���� �������� ������ ������
���� �������� ����� �����

��



����� ����� ���������� ���������� ��� �����
���� �� �������� ��� ��� ��� �����������

�� � ��� ���� ���
��� � ��� ���� ���
��� ��� ��� ���� ���
��� ��� ��� ���� ����
��� ��� ��� ����� ����

����� ������� ����������� ���� ��� ������� ��� �� �� ������������

�������� �� �������� �� ���� �� ��������� � ������� ����� ��� ����������

�� ������������� ���������� ��� �������� �������� ��� ���������� �����

��� ���� ���������

��



� �������� ��������������

��� �������� ���������

�������� ��� �������� �� ������� � �������� ����������� ������� ���

����� �� �������� ������������� ����������� ���� ���� � �������

������ ��� �������� �������� ������ ���� ���� �������� �� ��������

������������� ��������� ��� ��� ������� �������� ���� ���� ��������

���������� ������ ����������� ������� ����� ����� �������� �� �����

����� ��� � ��������� ��� �������� ������������ ���� �� ���������

����������� �� ������� ��� ������� �� ������ ���������� ����������

��� ����� ����������� �� ��� ��������� ��� �������� �� ��� ��������

������ �� ������ �������� �� ������ �� ������� ������

������ ��� ������ ���������� ��� �������� ��� ���������� ���

��������� ����� ��������� ��� ������� �������������� �������� ��

���� �������� ���� ������� �� ���� ���������� ��� ��������� ����

��������� ��� ��� ������� ����� �� ������ ��������� ��������� ���

�������� �� ���� ��������� �� ����� ������� ��� ������� ��� �� �����

�� ������� ����

��� ������� ��� ���� ���������� ���������

������ ��������� ��� ��� ��� �������� ������ ��� ��������� ����

� ���� ������������� ��������� ��� ��������� �� ������� ��������

������������ ��� ���� ��������� �������������� ���� ��� ��������

������������� ��������� ��� ����� �� ���� �� ��� ������ ������� �� ���

���� ������ ����������� ��������� �� ������� ��� ���� ���������

��� ���� �������� �������� ���� ���� �� ������� ��� ���� ��������

��� ��������� �������� ������ ����������� ��� ���� ���� ���

������������

��� ������� ����������� ������� ����� ��� ������ �� ��� �������

������� ������ �� ������� ����� ��� ��������� ��� ��������� ��� �������

����������� ������ �������� ��� ���� ����� ��� ��� ��������� �� ����

���������� ��� ������� ���� ����������� �� ��� ������ ��� � ������

���� �������� ���� ���� �� ���� ��������� ���� ������ ��� ����� ���������

��� ���� ������� �������� ������� ��� �������� ���� ������� �����

��� �� ��� ������ ������ ��� ��������� �� ��� ��� ������� ���� ����

�������������������� ��� ������ �� ���� ��������� ������� �� ���

������� ���� ��� �� ���� ������� ���� ������ ��� ����� ���������

��



��� ���������� ������ ���������

������� �� ��� ������� ��������������� ����� ��� ��� �����������

������� ��������� �� ������������� ��������� �� ������� � ����� ���

����������� ��� ��������� ���� ��������� ��������� ��� ����������

����� ��������� ���� ������ �� ������� ������� ��� �������� ���� ���

��� ���� ��������� ���������� ������������ ��������� ����������� �

�������� ��� ������� ��� ����� ����� �� ������ �������� �������� ���

�� � ������� ������ ��� ������� ���� ������� ��� ���������� ��� ������

�� �� ���� ������ ���� �� �������� ������� ����������� ��� ���� ����� ����

������� ��� ���� ������ ��� �� ����� ��� ������� �� ����� ����� ����

��������� ��� ������� ������ �������� ��� ������� ������� �� ������

��� ��� ���� ������� ���� �������� �� ��������� ��������� ���� ����������

�������� ��� ������ ������ ��� �� ��� ��� ����� �� � �������� �������

������� �� ��� ���� �� ������� ���� �������� ���������� ���� ��� �������

� ��� �� ������� �������� �������� ����� ��� �������� � ����������

�� ��������� ������ ���������� ����� ��������� �������� ������� ���

������� �� ������ ��� ������� ��� �������� ������ �� ��� ������ ���������

��� ������ ����� ������ ����� ���� ������ ������ �� ��������� ��������

���� �� ��� ��������� ��� ���������� ��� � ������������ ��������� ���

���� ��� �� ��� ������ �� ��� �������� ��� �� ��������� �� ������� ������

�� ������� ����

��� ��������������

� ������� �������������� �� ����������� �� ���������� ��� ���

������ ��� ���� ������� �� ��� ���������� �� �� ����� �����

��� ����������� ���������� ������������� ���� ����� ��� ����

�������� �� �������������� �� ����������� ������������ ���� ���������

��������� ����� �� ���� �� ���� ������ �������� ������� �� � ���

����� ��� ����� �������� � ������ ����������� ���� ��������� ���

����������� ���� ��� ������ �� ������� ������

��� �������� �� �������������� �������� �� ����� ���������� ���

����������� �� ������������� ���� �� ��� ������ ��� ���������� �� ���

������������ ���������� ������������ ����������

���������� ��� �� ������ ��� �� ��������� ������������ ���� ���

�� ������� �������� �������� �� ����������� �� ����� ���� � ��������

��� �� ������� ������ ��� ��� ������� �������� ������ ��� ������ ���

�������� �� ��� ����� �� ������ �������������� �� ��� ��������� x �����

���������� ���� ��� ���� ����� �� x0 ��� ���� ���� x1 ��� �� ��� ��� ���

��



������ �� ��� ����������� ��� ����� �������������� ����� ����������

�������� �������� ������ ���� ����� �������� �� ������ ��� ��� ������ ��

��� ���� ����� ���� ��� �������

����� �������� [0, 1, 2, 3, 4, 5]
���������� ����� [3, 4, 8, 3, 6, 3]
���������� 3 + 4x+ 8x2 + 3x3 + 6x4 + 3x5

������ ���� ������� �� ���������� �������������� �� ����������

�������������� �� ������������ ���� ����� �� ������������ �� ��������

��� ����������� �� ��� ���������� �� ������ � ����� �����������

�������� ����������� ����� ����� �� ����� ����� ������ ����������

�������������� �� ���������� ���� �� �������� �� ���������� ��� ����

��������� �������� ��� ��������� ����� ��� �������� �� ��� ����� �� ���

�������� ������ ��� ���� ������ �������� ������ �� ���� ������� ���

�������� ����� ��� ������ �� ����� ��� [3, 4, 8, 3, 6, 3] ��� ����������

� ����������� ���� ������� ����������� [8, 7, 1, 3, 2, 4] ������ ���

����� � ��������� �� ��� ����������� �� �� � ��������� �� ������� �� 6x6�

������� ����� ����������� ��� �� ������ �� ��������� ��� ������ �����

���� ������� ��� ��� ������ ����� �� 6x0 �� 6 mod 6 = 0� �����

���� ������ �� ����� �� ��� ����� ������� ������ �� ��� ������ ����� ��

���� ��������� �� ����������� ������� �� ����� ��� ����� ����������

������������

���������� ����� � [3, 4, 8, 3, 6, 3]
���������� ����� � [8, 7, 1, 3, 2, 4]

����������� ������




24 21 3 9 6 12
16 32 28 4 12 8
16 32 64 56 8 24
9 6 12 24 21 3
6 18 12 24 48 42
21 3 9 6 12 24




������ [92, 112, 128, 123, 107, 113]

������ ���� ������� �� ���������� �����������
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��� ����� ���� ������ �� �������� ���� ��� ������� ����� ��� �����

�� ��������� ��� ������� −19 mod 5 = −4 ���� ��������� ����� ����

������ 1mod 5 �� −4 + 5 = 1�

��� ����� ���������� �������� ���� �������� �� ����������� �
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�������������� ��� �������� �����������

���������� ����� � [3, 4, 8, 3, 6, 3]
������ � �� � [4, 8, 3, 6, 3, 3]
�������� � �� � [3, 3, 4, 8, 3, 6]

������ ���� ������� �� ���������� �������������� ��� �������� �� �

��� ���������� ���� �� � ����� ������� �� ����������� ����� �����������

������ ��� ������� �� � ����������� ��� ���������� ������� ���������

���������� f q ��� f p� ����� ���� �������� ��� ��������� �� ��� �������

���������� f � ��� ��������� �� ������� �� ��� ��������� ����������

�������� ��� ������������ ���������� � ����� ������ �� ������ ���
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